DM de mathématiques n°6

Polynémes de Tchebychev — Corrigé

Noté sur 34 points.

On définit la suite (P,)pen de polynomes de C[X| par :

Ph=1 P =X et VneN Pnio=2XP,1— P,
1) Calculer P», Ps, Py.
0,75 pt : 0,25 pour Ps, et 0,5 pour Py (rien pour P, qui est évident...).

py=[2x? 1]
Py=2X(2X2— 1) — X =[4x3 - 3X|

Py = 2X(4X% — 3X) — (2X2 — 1) = |8X' —8X2 1 1

2) Déterminer le degré et le coefficient dominant de P,.

5,5 pts :

0,5 pt pour avoir compris qu’il s’agissait d'une récurrence double et 'avoir écrit.
0,5 pt pour la bonne formule de deg(P,,) et de cd(P,).

0,5 pt pour 'initialisation (cas n =0et n = 1).

0,5 pt pour la rédaction de I’hérédité de la récurrence double.

3,5 pts pour I'hérédité.
On note cd(P) le coefficient dominant de P. Montrons par récurrence double sur n que deg P,, = n
et que :

cd(P,) =

o=l sin>1
1 sin=~0

e Avec n =0, on a Py =1 donc deg Py = 0 et on a bien cd(Py) = 1.
Avecn=1,ona P, = X doncdeg P =l et cd(P;) =1=2""1
Ainsi, les propriétés sont vraies aux rangs 0 et 1.
e Soit n € N. On suppose les propriétés vraies aux rangs n et n + 1. Montrons-les au rang
n+ 2.
— Sin=0,ona Pyjo="P= 2X? — 1 donc il est clair que deg P, = 2 et que son coefficient
dominant est 2271 = 2.

— Sin > 1, par hypothése de récurrence, on sait qu’il existe deux polynoémes @, et R, tels

que :
P, =2""1x" ¢+ Qn avec deg @, <n —1
Py =2"X""'+ R, avec deg R, <n
Ainsi,
Pn+2 - 2XP7L+1 - PrL
— 2X(2TLXTL+1 + R) . 277,—1Xn o Q
=nHLXnt2 L oX R — 2" IX" —
Or :
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— deg@Q <n—1etdeg(2"1X") =n
— deg(XR) =1+degR <n+1.

On en déduit que
deg (2XR—2"'X"-Q) <n+1

Ainsi, deg P12 = n + 2 et le coefficient dominant de P4 est 2" = 2(n+2)—1

Finalement, pour tout n € N, on a et

o=l gin>1

1 sin=20

cd(P,) = {

3) Montrer que, pour tout n € N et tout z € C*, on a :
1 1 1 1
P, (= - =—(2"+—
(3(+2)) -3 ()
3 pts :

e 0,5 pt pour avoir compris qu’il s’agissait d’une récurrence double et 'avoir écrit.
e 0,5 pt pour la rédaction de I’hérédité de la récurrence double.
e 0,5 pt pour linitialisation (cas n =0 et n =1).
e 1,5 pt pour I'hérédité.
Montrons cette relation par récurrence double sur n.

e (... on vérifie la relation avecn =0etn=1 ...
e Soit n € N. On suppose la propriété vraie aux rangs n et n+ 1. Montrons qu’il en est de
méme au rang n + 2. Comme P, 19(X) = 2XP,+1(X) — P,(X), on a pour tout z € C* :

()2 G ) (D) G D)
() sk (e ) b (e ) e

1 1 1 1
+2
—2<Zn +zn+2n+zn2_zn_>

1 1
_ +2
- 5 <Zn + Zn+2>

La propriété est donc vérifiée au rang n + 2.

Finalement, la propriété est vraie pour tout n € N.

4) En déduire une expression simple de P, (cos @), pour tout 6 € R.
2,5 pts :

e 1 pt pour avoir pensé a utiliser Euler et ne pas s’étre trompé sur la formule.

e 1,5 pt pour le reste.
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. 1
((6’9)" + — ) par la question précédente

5) Montrer que P, est 'unique polynéme de C[X] vérifiant la relation suivante :
V8 € R P,(cosf) = cos(nb).
3,25 pts :

e 0,5 pt pour dire que P, vérifie bien cette relation par la question précédente.

e 0,75 pt pour s’étre donné un autre polynéme @),, qui vérifie la relation dans le but de montrer
I'unicité.

e 2 pts pour le reste de la démonstration de 1'unicité.

Par la question précédente, P, vérifie bien la relation voulue. Soit @, € C[X] un polynéme qui
vérifie cette méme relation. Alors, pour tout # € R, on a :

P, (cos ) — Qn(cosf) = cos(nf) — cos(nf) =0

Ainsi, cos 6 est une racine de P,,—@,,. Comme cos(R) = [—1, 1], cela signifie que pour tout = € [—1, 1],
x est une racine de P,, — @,. Ce polynéme admet donc une infinité de racines. On en conclut que
P, — @, =0,donc P, = Q.

Il y a donc bien unicité du polynéme vérifiant cette relation.

6) Résoudre I'équation cos(nf) = 0, d’inconnue 6 € R.
2,5 pts :

e 0,5 pt pour le cas n = 0.

e 1,5 pt pour la résolution.

e 0,5 pt pour I'écriture de ’ensemble S.

On sait que

cos(nf) =0
T
<= cos(n#) = cos (5)
= nl = g 2r] ou nb= —g [27]
= nf = g [7]

e Sin=20,il n’y a pas de solution : .

e Sin € N* alors cos(nf) = 0 équivaut a § = g [E} Ainsi,

n
k:eZ}
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7) En déduire toutes les racines de P,, puis donner une factorisation de P,.

5,5 pts :
e 0,5 pt pourlecasn =20

T T
e 1 pt pour avoir dit que si n > 1, alors cos <2n + n) est racine de P,.

e 3 pts pour avoir justifié qu’on a trouvé n racines distinctes de P,
e 1 pt pour la factorisation finale, avec le coefficient dominant.

Sin =0, alors P, = 1 donc P, n’a pas de racine et sa factorisation est P, =1. Dans la suite on
considére n > 1.

Par les questions 5) et 6), cos 6 est racine de P, si et seulement si cos(nf) = 0 donc si et seulement

k
519:1+—7r avec k € Z. On pose
2n n
m km

ap = —
K 2n n

Ainsi, pour tout k € Z, le réel cos(ay) est racine de P,.
(Dans les faits, cela ne signifie pas que P, admet une infinité de racines, car ces racines ne sont pas
toutes distinctes.)

Lorsque k parcourt [0,n — 1], les réels «y sont distincts et appartiennent a [0, 7). Comme la fonction
cosinus est bijective de [0, 7] sur [—1, 1], on en déduit que les réels cos(ay), - - - , cos(a,—1) sont deux
a deux distincts. On a ainsi trouvé n racines distinctes de P,. Comme deg P,, = n, on a trouvé
toutes les racines de P,.

Enfin, comme P, a pour coefficient dominant 2"~ !, on en conclut que P, se factorise en :

nl ™ km
_ on—1
P, =2" kl_lo <X — cos <2n + o ))

8) Pour tout 6 € R, exprimer cos(nf) en fonction de puissances de cos 6.

4 pts :
e 2 pts pour avoir mené le calcul avant d’avoir fait disparaitre Re(: k)

e 2 pts pour la fin du calcul.

On sait que

cos(nf) = Re ((ew)")
Re ((cos @ +i sinf)")

= Re 0 (Z) cos™ ¥ (6) x (zk sin® 0))

cos™ *() x Re (2 k) sin® 0

|
>~
Il 3
o
VRS
> 3

Or, pour tout entier k impair, on a Re(i*) = 0. Par contre si k est pair, on a Re(i ¥) = Re ((—1)k/2> =
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(=1)*/2. Ainsi,

cos(nf) = Z (Z) cos" R (0) x (=1)F/%sin* 0

k=0
k pair
Ln/2]

= (2n> cos”fzp(e) x (—1)P (sin2 6?)p
p=0 P
Ln/2]

_ (”) cos" 2 (0) x (—1)P(1 — cos? )P
p=0 2p

9) Déduire de la question précédente que :

n/2]
VneN P,= > <")X"—2p(x2 —1)P

p=0 2p

2 pts
Soit n € N. On pose

[n/2] n
Qu=> ( )X“”(XQDP

p=0 2p

Par la question précédente, pour tout € € R, on a

Qn(cos ) = cos(nf) = P,(cosb)

En utilisant la question 5), on en déduit que P, = @,,. D’ou le résultat.
10) Soit n € N. On considére la fonction f, : [-1,1] — R définie par
fn(x) = cos(narccos ).

a) Calculer fy, f1 et fo.
1 pt : 0,25 pour fy et f1 ensemble; 0,75 pour fo
Soit = € [~1, 1.
fo(x) = cos(0arccosx) = cos0 =

fi(x) = cos(arccosx) =

fa(x) = cos(2arccos )

= 2cos?(arccos ) — 1

1]

b) Exprimer f,+1 + fn—1 en fonction de f,,.
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2 pts
(La question n’a pas de sens si n = 0). On suppose n > 1.

Soit = € [—1,1]. On pose A = arccosz. On a :

fo+1(x) + fa—1(z) = cos((n + 1)A) + cos((n — 1)A)
= cos(nA) cos A — sin(nA) sin A + cos(nA) cos A + sin(nA) sin A
= 2cos(nA)cos A

Ainsi, fpi1(x) + foo1(x) = 22 f,(x).
(Ou encore fri1 + fr—1 = 2id[_1 1) X fn)

c) Pour tout = € [-1,1], exprimer f,(x) comme un polynéme en z.
2 pts
Par la question précédente, pour tout n > 1, on a f,41(x) = 2z f,(z) + fn—1(x). Par ailleurs,
on a aussi P,11(X) = 2XP,(X) + P,—1(X). De plus, on a fo(x) = Py(x) et fi(x) = Pi(x).
Par récurrence double immeédiate, on montre que pour tout x € [—1,1] et n € N, on a f,(z) =
P, (z). Ainsi, par la question 9),

fn(z) = an/? <n>x”2p(x2 — 1P
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